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Resumen
El intere´s de este trabajo es ilustrar un to´pico a trave´s del cual se pueda
establecer relacio´n entre las matema´ticas y la f´ısica en el nivel de educacio´n
media. Se consideran algunos aspectos relacionados con el Principio de
Fermat que se pueden desarrollar para profundizar los conocimientos de los
estudiantes en cuanto a geometr´ıa, ca´lculo diferencial y f´ısica, asignaturas
que, por lo general, se abordan desvinculadas una de la otra.
Iniciemos por enunciar una versio´n del principio de Fermat en o´ptica. La trayec-
toria real que sigue un haz de luz entre dos puntos es la que recorre en el tiempo
mı´nimo. Para ilustrar su significado, consideraremos la reflexio´n y la refraccio´n
de la luz. Posteriormente hacemos algunas consideraciones geome´tricas acerca del
llamado punto de Fermat.
Reflexio´n de la luz
En la figura 1 se muestran dos “posibles”trayectorias de un rayo de luz que emerge
del punto F y que incide en el espejo E. Se indica que FB + BA < FB ′ + B ′A
para cualquier punto B ′ que se encuentre en el espejo. Veamos un argumento a
partir de la geometr´ıa. Los puntos F y F ′ son sime´tricos con respecto al espejo
y la u´nica trayectoria seguida por el rayo es FBA, pues los puntos F ′BA son
colineales, lo cual implica que < EBF ∼=< ABB ′.
Veamos, a partir del ca´lculo diferencial, que la condicio´n de que el tiempo emplea-
do por el rayo de luz sea mı´nimo, implica que, cuando el rayo de luz se refleja en
un espejo, los a´ngulos de incidencia (i) y de reflexio´n (r) son congruentes (Figura
2).
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Figura 1.
Figura 2.
El tiempo empleado por el rayo de luz en seguir la trayectoria FBA se expresa
mediante
t =
√
h2 + x2
c
+
√
k2 + (d− x)2
c
Al derivar la funcio´n que representa el t con respecto a la distancia x, se obtiene
t′ =
1
c
(
2x√
h2 + x2
− 2(d − x)√
k2 + (d− x)2
)
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Como el tiempo debe ser mı´nimo, se cumple que
1
c
(
2x√
h2 + x2
− 2(d − x)√
k2 + (d− x)2
)
= 0
Por tanto,
x√
h2 + x2
=
d− x√
k2 + (d − x)2
Luego
sen i = senr
En consecuencia,
< i ∼=< r
Es decir, que el a´ngulo de incidencia (i) es congruente con el a´ngulo de reflexio´n
(r).
Figura 3.
En la figura 3 se muestra una imagen de una construccio´n en CABRI, mediante la
cual, al mover el punto B a lo largo del segmento CD, se observa que las medidas
de los a´ngulos ABD y FBC son iguales cuando el recorrido FB+BA es mı´nimo.
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A trave´s de esta construccio´n los estudiantes pueden relacionar la propiedad de
la reflexio´n de la luz, con la congruencia de tria´ngulos y adema´s visualizar un
problema de variacio´n como aplicacio´n de ma´ximos y mı´nimos.
Refraccio´n de la luz
El feno´meno de refraccio´n se puede analizar a partir del Principio de Fermat. En
la figura 4, se muestra la trayectoria de un rayo de luz que emerge del punto F
e incide en la superficie de separacio´n entre dos medios o´pticamente diferentes.
Este hecho implica que en el medio 1 (el no sombreado) la velocidad de la luz es
v1, mientras que en el medio 2 (sombreado) la velocidad de la luz es v2.
Figura 4.
El tiempo empleado por la luz mientras sigue la trayectoria FBA se expresa
mediante
t =
√
h2 + x2
v1
+
√
k2 + (d− x)2
v2
Al derivar la funcio´n que representa el tiempo con respecto a la distancia x, se
obtiene
t′ =
1
v1
2x√
h2 + x2
− 1
v2
2(d − x)√
k2 + (d − x)2
Puesto que el tiempo empleado por el rayo de luz es mı´nimo, se cumple que
1
v1
2x√
h2 + x2
− 1
v2
2(d − x)√
k2 + (d− x)2 = 0
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Por tanto,
1
v1
x√
h2 + x2
=
1
v2
d− x√
k2 + (d − x)2
Luego,
sen i
sen r
=
v1
v2
Esta igualdad muestra la relacio´n entre los a´ngulos de incidencia (i) y de refraccio´n
(r) con las respectivas velocidades de la luz en los dos medios, conocida como la
ley de Snell.
En la figura 5 se muestra una imagen de una construccio´n en CABRI, mediante
la cual al mover el punto B a lo largo de la frontera entre los dos medios, se
observa co´mo la razo´n
sen i
sen r
es igual a la razo´n
v1
v2
, cuando el tiempo es mı´nimo.
Se observa aqu´ı co´mo una construccio´n permite a los estudiantes relacionar una
propiedad de la luz, como es la refraccio´n, contribuye a la visualizacio´n de un
problema de variacio´n y de aplicacio´n de ma´ximos y mı´nimos.
Figura 5.
La figura 6 ilustra la produccio´n de espejismos. Las diferentes franjas represen-
tan las capas de aire, cuya densidad es variable, de tal manera que las capas
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“muy delgadas”son o´pticamente diferentes, por tanto, la luz experimenta suce-
sivos cambios de medio y, en consecuencia, cambia su trayectoria, lo que hace que
el observador perciba brillo en la superficie del piso.
Figura 6.
Si los cambios entre capa y capa fueran discretos, podr´ıamos considerar que el
tiempo que emplea la luz en atravesar la i-e´sima capa es el cociente entre la
distancia recorrida, si, y la velocidad de la luz, vi, en dicha capa. Por tal razo´n el
tiempo en hacer en recorrido a trave´s de n capas, se expresa como t =
∑n
t=1
si
vi
.
Definimos la longitud del camino o´ptico (L.C.O.) como
L.C.O = c
n∑
t=1
si
vi
Como el cambio de capa a capa es un proceso continuo, tenemos que la longitud
de camino o´ptico es
L.C.O = c
∑ si
vi
Podemos ahora enunciar el principio de Fermat como: La luz al ir del punto A al
punto B, sigue la trayectoria con longitud de camino o´ptico mı´nima.
Problemas relacionados con la determinacio´n de la longitud del camino o´ptico
hacen parte del campo de aplicacio´n del ca´lculo variacional.
El Principio de Fermat se enuncia en forma ma´s moderna como sigue: Al ir un
rayo de luz del punto A al punto B, debe recorrer una longitud de camino o´ptico
que es estacionaria con respecto a las variaciones de ese camino.
Ilustramos este resultado con el comportamiento de un espejo de forma el´ıptica
(fig. 7). Se puede mostrar que un rayo de luz que emerge de uno de los focos de
la elipse (A), al reflejarse en el espejo incide sobre el otro foco (B), este hecho
ilustra que independientemente del punto de la elipse en el cual incida el rayo
proveniente de uno de los focos, la trayectoria seguida por la luz se ajusta a una
condicio´n: ir de foco a foco.
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Figura 7.
El punto de Fermat
Es pertinente indagar acerca de la aplicacio´n de los conceptos de la geometr´ıa. En
la figura 8 se muestra el punto de Fermat, P, que cumple que dados tres puntos
A, B y C, se tiene que AP+BP+CP sea mı´nima
Figura 8.
En la figura 9 se muestra una forma de encontrar el punto de Fermat: Sobre cada
uno de los lados del tria´ngulo ABC se construyen los tria´ngulos equila´teros CBF,
ABE y ACD. Se trazan los segmentos AF, EC y DB. El punto de corte de los
segmentos trazados es el punto de Fermat.
A partir de la congruencia de los tria´ngulos ABF y EBC (Fig. 10) se puede
establecer que los segmentos AF y CE son congruentes, pero adema´s, se tiene
que los a´ngulos EPB y APB miden 60o. En realidad, los seis a´ngulos APD, DPC,
CPF, FPB, BPE y EPA miden 60o. Resulta interesante ver que si se traza la
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Figura 9.
Figura 10.
recta m por los puntos C y P (Fig. 11) y la recta l perpendicular a la recta m que
pase por P, se tiene que l bien podr´ıa representar un espejo y un rayo de luz que
emerge del punto A incide en el punto B al reflejarse en el espejo.
Otro resultado interesante, que cabe mencionar es que el punto de Fermat obtenido
a partir de los puntos A, B y C se encuentra sobre la circunferencia circunscrita
al tria´ngulo equila´tero construido sobre cada uno de los lados del tria´ngulo dado
como se muestra en la figura 12, en la cual se ha construido la circunferencia
circunscrita al tria´ngulo equila´tero ABE. Por u´ltimo se puede ver que el punto
de Fermat se encuentra en la interseccio´n de las circunferencias circunscritas a
los tres tria´ngulos equila´teros construidos sobre los lados del tria´ngulo ABC (Fig.
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Figura 11.
13).
Figura 12.
A manera de conclusio´n, se ha mostrado un problema relacionado con el principio
de Fermat en la o´ptica geome´trica como un to´pico generador de una serie de resul-
tados que se pueden estudiar desde la geometr´ıa, el ca´lculo diferencial y la f´ısica.
Antes que tratar de formalizar una serie de resultados matema´ticos, que desde
luego, para el nivel propuesto son de acceso para los estudiantes, se busca mostrar
la manera de enfocar una serie de contenidos para ser abordados, quiza´s, desde
el enfoque de la resolucio´n de problemas. Cabe decir que los resultados obtenidos
pueden ser deducidos por los estudiantes a partir de conocimientos ba´sicos. Es im-
portante reiterar que la situacio´n considerada muestra una posibilidad de abordar
tema´ticas que apuntan al trabajo interdisciplinario.
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Figura 13.
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